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1 はじめに
今日、ナノメートルスケール・10ナノメートルスケール系は、理学・工学的視点から膨大な研究行わ

れている。このようなスケールでは、バルク部分と非バルク (表面・界面・欠陥など) 部分の原子数は競
合できる程度であり、両者が共存・競合することで、多彩な構造や物性が現れる。筆者らは近年、こう
したナノ構造のプロセスを主なターゲットとして、電子構造計算手法の基礎理論構築・コード開発・応
用研究を行ってきた。[1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12] そこには、超大規模 (103-107原子系)計算 (図
1) も含まれる。最近、プログラムコードの整備と汎用化を目的として、産学連携プロジェクト [13, 14]
を立ち上げ、コードの名前を「ELSES」(Extra-large-scale electronic structure calculation) とした。本
稿では、理論的基礎と応用について概観する。

図 1: 超大規模電子構造計算の例; [3, 6, 8] 金属系（バルク Cu, 液体 C）、半導体系（バルク Si）に対す
る計算時間。固有状態を計算する従来手法（EIG）の他、以下の手法で密度行列を計算している (第 3章
を参照)；クリロフ部分空間法 (KR-SD) 、一般化ワニア状態に対する変分解法 (WS-VR) および摂動解
法 (WS-PT)。

2 大規模電子構造計算の数理
今日の標準的な凝縮系電子構造計算は、一電子ハミルトニアンHに対して固有状態を数値的に計算す

るものであり、カーパリネロ法 [15]などで 101-102原子系に対しては確立されている。一方、90年代に
入り、大規模系 (103原子以上)での電子構造計算および分子動力学計算を目指して、さまざまな研究グ
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ループにより、種々の理論が提案されるようになった（レビュー記事 [16]、または、文献 [9]冒頭にあげ
られる論文リストを参照せよ）。

1996年コーン (W. Kohn)は、数千原子系以上の電子構造計算にあるべき基礎原理として、一電子固
有状態（コーン・シャーム軌道）の代わりに一体密度行列の短距離成分を用いて密度汎関数（第一原理）
理論を構成することを提案した。[17] 一体密度行列 ρ̂は、占有された一電子固有状態 {φk}の重ねあわせ
で形式的に定義される;

ρ̂ ≡
occ.∑
k

|φk〉〈φk|. (1)

物理量 〈X̂〉は密度行列 ρ̂を用いて

〈X̂〉 = Tr[ρ̂X̂] =
∫ ∫

drdr′ρ(r, r′)X(r′, r) (2)

と書ける。つまり、一電子固有状態 {φk}の一つ一つを計算しなくても、密度行列 ρ̂が与えられれば、物
理量 〈X̂〉は得られる。密度行列の対角要素（ρ(r, r))は電子密度であるので、非対角要素が量子力学的
自由度である。
ここで、演算子X(r′, r)が短距離演算子であるなら、密度行列 ρ(r, r′)の長距離成分は（たとえ存在

しても）物理量 〈X̂〉に全く寄与せず、計算する必要はない。この事実が、上記理論 [17]の本質となって
いる。例として、付録に自由電子ガスでの表式を載せた。
一方、大規模系の電子構造計算におけるグリーン関数の利用は、上記の密度行列の議論とは別に、古

くから議論されてきた（例えば、連分数展開法 [18]）。グリーン関数は逆行列G = (z − H)−1で定義さ
れるが、通常の逆行列計算は、固有値問題と同様に、計算コストのため大行列では実行できない。しか
し、線形方程式

(z − H)|xj〉 = |j〉 (3)

を基礎におくことで、最新の線形計算アルゴリズムが適用できる (Gij = 〈i|xj〉)。ここで、zは複素エネ
ルギーであり、(z − H)は非エルミート行列になっている。密度行列は占有分布 f(ε)を用い、以下で与
えられる

ρij = − 1
π

∫ ∞

−∞
Im Gij(ε + i0) f(ε) dε. (4)

グリーン関数においても、目的によっては、非対角要素をすべて計算する必要はない。例えば局所状態
密度は、実空間表示における対角要素 (Gii(z))だけから計算できる。密度行列にせよ、グリーン関数に
せよ、必要な非対角要素だけ計算できれば良いことが重要である。後で述べる手法は、このような性質
をもつ。

3 具体的計算法
我々が開発してきたコードでは、並列化された、(1) クリロフ部分空間理論・(2) 一般化ワニア表示理

論・(3) 固有状態計算、がソルバールーチンとして用いられている。実際の計算は、スレーターコスター
形式（強束縛形式）にマップされたハミルトニアンで行われている。具体的ソルバールーチンとしては、
密度行列・グリーン関数の計算に関して、以下の４種の方法を開発した; 一般化ワニア状態を用いた摂
動解法 (WS-PT)・変分解法 (WS-VR)[2, 3]、クリロフ部分空間 [19] を用いた反復型線形計算解法 (部分
空間対角化法 (KR-SD)とシフト型Conjugate-Orthogonal共役勾配法 (KR-sCOCG)) [5, 7, 10, 20]。手
法の詳細や比較は、文献 [1, 9]を参照せよ。
図 1には、C, Si,Cuについて、最大 107原子までの計算例を示した。それぞれの系のハミルトニアン

については、文献を参照せよ。固有状態をもちいた従来法の他、WS-PT法 (バルク Si)、KR-SD法 (fcc
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Cu,液体 C)を示してある。従来法以外の手法はみな、計算量がシステムサイズ (原子数)N に比例して
いる。こうした性質をもつ手法を、「オーダーN 法」と総称する。もし密度行列 ρij の非対角要素を全
て求めると、このような性質は決して得られず、短距離成分だけの計算で済むことが本質である。
一方、グリーン関数の計算において、特に微細なスペクトル構造を議論する場合は、KR-sCOCG法

が有用である。[7, 20] 本手法は、クリロフ部分空間の数理的研究 [21]に基づいた、汎用な線形計算アル
ゴリズムであり、異なる分野での応用が活用が期待できる。実際文献 [21]では、量子色問題 (QCD)へ
の適用例が論じられている。また、最近、多電子問題 (La3/2Sr1/2Ni2O4に対する拡張ハバードハミルト
ニアン) にも適用された。[22]

3.1 ナノ構造プロセスへの応用

3.2 へき開における表面生成プロセス

応用課題として、シリコン劈 (へき)開における、表面生成プロセスを取り上げる（図 2）。[3, 6, 8]
10nmスケール（または 104 − 105原子）系に対する、10psオーダーの動的プロセスに相当する。図 2(a)
では、実験で得られる (111)面または (110)面へのへき開面の折れ曲がりが、他の面（この例では (001)
面）からへき開を (人工的に)開始しても、得られている。一方、図 2(b)は、ステップ形成を含んだへき
開プロセスを表す。表面で形成される７員環と 5員環の対が、実験的にも観測されている (111)-(2 × 1)
構造（Pandey構造）の基本構造である。得られたステップは、ステップ端に６員環をもつ。また、電子
物性として、グリーン関数を用いて局所状態密度を計算した。[8, 20] 図 2(b)のステップ構造に対する計
算は、バイアス依存の STM像に対応する結果となった。へき開面におけるステップ構造は、STM実験
が存在する (文献 [6]の文献リストを参照せよ)が、明確な原子構造の特定には至っていない。我々の結
果は理論からの予測であり、実験に対する示唆を行っている。
ナノ構造系の物理としてみると、(i) 弾性論的プロセス（亀裂形状変化による特異性応力場の変化）お

よび (ii) 電子論的プロセス（バルク状態から表面状態への電子構造の変化）の競合が、現象の本質であ
る。[6]

(a) (b)

図 2: ナノ構造プロセスの計算例（１）シリコンへき開における表面生成プロセス。[6]

3.3 ヘリカル金ナノワイヤ形成プロセス

多層ヘリカル金ナノワイヤ [23] の形成プロセスについて、2段階モデルを提案し、電子構造を用いた
分子動力学シミュレーションによって確認した（図 3）。[11] 図 3(a)は、11-4構造（最外シェルが 11原
子で、内側シェルが 4原子）系における例である。
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多層ヘリカル金ナノワイヤでは、「マジックナンバー」と呼ばれる数で特徴付けられる、限られた多層
構造だけが観測されており、[23] その理論的解明は未解決となっていた。我々は、(i) 最外シェルが分離
し（内側シェル原子との結合が弱くなり）、(ii) 最外シェル（ワイヤ表面）において原子列スリップが起
こり２次元 hexagonal構造が出現する（図 3(b)）、という２段階モデルを提案した。モデルを確認するた
め、動的シミュレーション（分子動力学計算）を行い、ヘリシティをもたない初期構造から有限温度緩
和プロセスを経る事で、種々の多層ヘリカル構造が出現した。電子状態 (LDOS)解析（図 3(c)）により、
d軌道が重要な役割を果たす、ヘリカル構造出現メカニズムを解明した。この解明により、他元素（例
えば、Cu, Ptなど）でのヘリカル構造出現可能性や、金平衡表面での表面再構成構造などに渡る、統一
的な知見が得られた。
さらに、10nm以上の長さをもつ系に対しては、原子の内側シェルから最外シェルへの原子移動によ

り表面欠陥が生じ、この欠陥を起点として、ヘリカルなマルチドメイン構造が得られた。

図 3: ナノ構造プロセスの計算例（２）; ヘリカル金ナノワイヤの形成プロセス。[11]

4 今後の展望
本研究は、(1) 物理学・(2) 数理科学（大行列線形計算解法）・(3) 計算機科学の融合領域となってお

り、既存の学術分野の垣根と超えて、押し進めていくべきものである。[24] 実際の応用研究はまだごく
少数であり、今後は、産学連携プロジェクト [13, 14]などを通じて、計算手法とプログラムコードの双
方を整備・発展させながら、応用研究を積み重ねていく必要がある。基礎理論課題として、凝縮系での
局在基底理論 [25]などを用いて、大規模計算に適したハミルトニアンを第一原理から直接導出すること
があげられる。種々の試みは存在するが、標準的理論は確立されていない。また、長時間現象（成長な
ど）への取り組みや数理手法開発の発展も、随時反映させていく必要がある。理論やコードの詳細を知
らずに使えるようになるには、XMLなどによる汎用ユーザーインターフェース [13]・マニュアル整備・
計算結果データベース構築も、有用である。一方、ナノ構造系研究における横断的な視点として、(a)形
成プロセス (制御可能性など)、(b)機能性 (電気伝導など、電子系が直接関与する性質)、(c)信頼性 (壊
れにくさ)、(d)元素を取り替えた系統的研究、があげられ、応用研究における指針となる。ただし、い
かなる計算においても、精度と計算コストは相反する要求である。様々な手法が可能となる「プラット
フォ－ム」を構築することで、目的にあわせて計算スキームを実現できることが重要であろう。
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付録：自由電子ガスでの一体密度行列
自由電子ガスの固有状態は平面波である。密度行列は、２点間の距離だけで書かれ(ρ(r1, r2) = ρdist(|r1−

r2|))、平面波解を波数空間で積分することで計算できる。具体的には、Fermi波数 kFをもちいて

ρdist(r) ≡
∫

k<kF

dk

(2π)3
eik·r

=
2

(2π)2

{
−kF

r2
cos kFr +

1
r3

sin kFr

}
. (5)

で与えられる。第１項は長距離成分 (フリーデル振動)である。[26] 一方、短距離成分は、式 (5)に現れ
る三角関数をテイラー展開することで与えられ、

ρdist(r) =
2

(2π)2

(
C0 −

C2

2
r2 + O(r4)

)
(6)

となる。ここで、

C0 ≡
k3

F

6
, C2 ≡

k5
F

15
. (7)

は、ゼロ次と２次のテイラー係数に相当する。エネルギーは、ハミルトニアン H ≡ −∆/2 との対角和
で計算でき、

E

V
≡ 1

V
Tr[ρH] =

1
V

∫
dr1

−∆r1

2
ρ(r1, r2)

∣∣∣∣
r1=r2

= lim
ε→0

Esphere(ε)
(4πε3/3)

(8)

と書ける。ここで、Esphere(ε) は、実空間での半径 εの微小球におけるエネルギーであり、式 (6)より、

Esphere(ε) ≡
∫

r<ε
dr

−∆r

2
ρdist(r) =

C2

π
ε3 + O(ε5), (9)

で与えられる。以上より、単位体積あたりのエネルギーは、

E

V
= lim

ε→0

Esphere(ε)
(4πε3/3)

=
3C2

4π2
. (10)

となり、エネルギーは２次のテイラー係数 C2だけで決まっている。言い換えれば、密度行列（式 (5))
は非対角長距離成分をもっているにも関わらず、エネルギーEはその短距離成分だけで決まっている。
一方、固体物理学の教科書などでは、このエネルギーは k空間積分で計算され

E

V
=

∫
k<kF

dk

(2π)3
1
2
k2 =

k5
F

20π2
. (11)

となる。C2の定義式 (7)を用いれば、式 (11) と式 (10) は一致していることが分かる。
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