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水素原子に対するシュレーディンガー方程式のうち、s状態に対する方程式は、以下の常微分方程式
に帰着できる; {
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}
u(r) = Eu(r). (1)

ここで、電子の質量をm、電子の電荷量の絶対値を e、真空の誘電率を ε0、プランク定数を h̄とした。
(a)この方程式は、適当な定数 α, λを用いて{
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}
u(r) = λu(r) (2)

と書き直せることを示し、α, λの具体的な表式を書け。
(b) 適当な正の定数 µを用いて

u(r) = re−µr (3)

の形を仮定すると、式 (2)の解の一つが得られる。具体的に µ, λを求めよ。
(c) (b)の解に対するエネルギーEの表式を、m, e, ε0, h̄で書け。また、Eのおおよその値を、SI単位で
概算せよ。必要なら、m ≈ 10−30kg, h̄ ≈ 10−34Js, 4πε0 ≈ 10−10C/(Vm), e2 ≈ 3 × 10−38C2, を使え。
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球面調和関数 Ylm(θ, φ)は、

l = 0, 1, 2..., m = −l,−l + 1, ..... − 1, 0, 1, 2, ...., l − 1, l

に対して定義され、低次の関数 (l = 0, 1)は、以下で与えられる；

Y0 0 =
1√
4π

(1)

Y1 1 = −
√

3
8π

sin θe+iφ (2)

Y1 0 =
√

3
4π

cos θ (3)

Y1−1 = +
√

3
8π

sin θe−iφ (4)

注：複素数になっていることに注意。なお、一般の Ylmの関数形は、教科書 p.93を参照。
(a)(1)-(4)の関数が、l̂z の固有関数になっていることを示せ。ただし、l̂z の定義は、

l̂z ≡ −ih̄
∂

∂φ
(5)

注：実際に l̂z を作用させて、

l̂zY = (定数)Y (6)

を満たすことを確かめ、上式の「(定数)」を具体的に求める。
(b)(1)-(4)の関数が、l̂2の固有関数になっていることを示せ。ただし、l̂2の定義は、

l̂2 ≡ −h̄2

{
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}
. (7)

注：実際に l̂2を作用させて、

l̂2Y = (定数)Y (8)

を満たすことを確かめ、上式の「(定数)」を具体的に求める。


